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Зачем нужен нелинейный анализ???

• Необходимость в нелинейном анализе возникает, если в процессе нагружения конструкции происходит 

значительное изменение ее жесткости.  Вот три причины значительного изменения жесткости:

– Деформации превышают предел  - физическая нелинейность (пластичность, гиперупругость и т.п.)

– Перемещения велики (например нагруженный спиннинг) – геометрическая нелинейность

– Возникновение контакта между телами или  элементами конструкции
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Что такое нелинейная задача?
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Закон Гука: F = Ku где  F - сила, u - перемещение, K – постоянная жесткость.

Зная силу и жесткость, найдем перемещения u = F/K.

Вспомним лабораторную работу из курса сопротивления материалов:

K(u) – переменная  жесткость => задача нелинейная. Как найти u, зная F и K(u)?



• Итерационный метод Ньютона на основе следующего линейного уравнения:
[KT]{u} = {F} - {Fnr}

[KT] = касательная матрица жесткости

{u} = приращения вектора перемещения

{F} = вектор приложенных сил

{Fnr} = вектор внутренних сил

• Каждая итерация нужна для определения {u} .

– Итерация по «стоимости» вычислений как минимум соответствует задаче линейной 

статики.

• Общее решение накапливается на каждой i-ой итерации:
{ui+1} = {ui} + {u}

Как бороться с нелинейными задачами?

F

u

1

2

3 4

[KT
1]

Fnr
1

u 1



Ямы на пути
• Однако метод Ньютона не гарантирует, что в итерационный процесс сойдется!  

• Итерационная процедура метода Ньютона будет сходится только в случае, если 

начальное приближение {u1} будет находиться в радиусе сходимости.
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Ямы на пути
ВОПРОС: Как попасть в радиус сходимости?

ОТВЕТ: Разбить нагрузку на n частей (необязательно равных) и прикладывать 

нагрузку порциями – (под)шагами
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Ямы на пути
• К сожалению вид зависимости между перемещениями и силами практически 

никогда не известен поэтому нельзя определить радиус сходимости…

ВОПРОС: ЧТО ДЕЛАТЬ?

ОТВЕТ: ИССЛЕДОВАТЬ ПРОЦЕСС СХОДИМОСТИ РЕШЕНИЯ И РАЗБИВАТЬ 

НАГРУЗКУ ОПЫТНЫМ ПУТЕМ. 

ВОПРОС: …И ЧТО НИЧЕГО НЕЛЬЗЯ СДЕЛАТЬ?

ОТВЕТ: КОНЕЧНО МОЖНО. МЫ РАЗВИВАЕМ И ВСТРАИВАЕМ МЕТОДЫ 

АВТОМАТИЧЕСКОГО ПОДБОРА ШАГА ПО НАГРУЗКЕ.

ОДНАКО, ВЫ ДОЛЖНЫ ПОНИМАТЬ СУТЬ ПРОБЛЕМЫ НАЛИЧИЯ 

РАСХОДЯЩЕГОСЯ РЕШЕНИЯ И БЫТЬ ГОТОВЫМ К ТОМУ, ЧТО РЕШЕНИЕ 

НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧИ НЕ ВСЕГДА МОЖЕТ БЫТЬ НАЙДЕНО!!!



Геометрическая нелинейность
Явления связанные с геометрической нелинейностью:

1. Большие изменения геометрических размеров (площадей, толщин, объемов) – большие деформации

2. Значимое изменение ориентации (поворот) элементов конструкции – большой поворот жесткого целого 

(деформации остаются малыми)

3. Деформации в одном направлении и вызываемые ими напряжения приводят к значительному увеличению 

жесткости в другом направлении – геометрическая жесткость
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Геометрическая нелинейность

• Большие деформации учитывают особенности всех 

трех явлений

• Большой поворот учитывает особенности двух 

последних явлений

• Геометрическая жесткость учитывает особенности 

последнего явления

Большие деформации

Большой поворот

Геометрическая 

жесткость



Геометрическая нелинейность

Большой поворот

Геометрическая жесткость

Нелинейный расчет. 

Геометрическая нелинейность

Большие деформации

Структурный анализ



Немного о деформациях и напряжениях

• В геометрически нелинейном анализе используют различные меры деформаций и 

напряжений. Причем эти меры попарно должны быть сопряжены

• Сопряженность означает, что энергия деформации для любой пары должна быть 

одинакова при для рассматриваемого НДС.
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Деформации

Энергия деформации



Немного о деформациях и напряжениях

Логарифмические деформации (деформации Генки)
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Действительные напряжения (напряжения Коши) сопряжены с 

логарифмическими деформациями
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Немного о деформациях и напряжениях

Инженерные деформации
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Инженерные напряжения сопряжены с инженерными деформациями
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Физическая нелинейность

Пластичность

Ползучесть

Гиперупругость

Вязкоупругость

……………….
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Физическая нелинейность. Пластичность

• Пластичность свойство материала деформироваться постоянно после 

приложения постоянной нагрузки





Упругость

Идеальная пластичность

УпрочнениеПредел упругости 

(текучести)

Разрушение



Физическая нелинейность. Пластичность
• Инкрементальная теория пластичности (теория течения) устанавливает 

соотношения между приращениями деформаций и напряжений ( and  в 

общем случае используются меры логарифмических деформаций и напряжений 

Коши) в пластическом состоянии материала.  

• В основе теории течения лежат три понятия:

– Поверхность текучести

– Закон течения

– Закон упрочнения



Физическая нелинейность. Пластичность. 

Поверхность текучести
Наиболее распространенный критерий для определения 

поверхности текучести – критерий Мизеса
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Физическая нелинейность. Пластичность. Закон течения

• Закон течения определяет направление пластических деформаций 

когда напряжения достигли уровня поверхности текучести

• Обычно уравнения течения, получаются на основе критерия 

определяющего поверхность текучести, и указывают на то, что 

пластические деформации развиваются в направлении нормали к 

поверхности текучести.  

– Такой закон течения называется ассоциативным. В противном 

случае неассоциативным.



Физическая нелинейность. Пластичность. Закон упрочнения

• Закон упрочнения описывает как изменяется начальное положение  

поверхности текучести в процессе пластического деформирования
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Изотропное упрочнение
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Физическая нелинейностьЗаконы упрочнения

Идеальный упругопластичный Изотропное билинейное упрочнение



Физическая нелинейностьЗаконы упрочнения

Изотропное мультилинейное упрочнение Изотропное нелинейное упрочнение
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Физическая нелинейность

Инженерные деформации 

и напряжения

Нелинейный расчет. Физическая 

нелинейность (теория течения)

Инженерные деформации и 

напряжения

Структурный анализ

Деформации Генки 

и напряжения Коши



«Общая» нелинейность

Инженерные деформации и 

напряжения

Структурный анализ

Деформации Генки 

и напряжения Коши Инженерные деформации 

и напряжения +     

Большой поворот +    

Физическая нелинейность

Нелинейный расчет. Физическая нелинейность 

(теория течения)

Геометрическая жесткость



Контактное взаимодействие

«Склейка»

Неразделяемый

Жесткий

С трением

Скользящий

Виды контактного взаимодействия
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Поверхность - поверхность

Узел - узел

Поверхность - узел

Технология контактного взаимодействия

Метод численной реализации

•Метод штрафа

•Метод множителей 

Лагранжа

•Дополненный метод 

множителей Лагранжа

•Множественные 

ограничения

•Метод Ницше

•………………….
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Контактное взаимодействие. Виды контакта

Склейка Неразделяемый

Весьма ограничен 

в применении.

Пригоден только для 

малых перемещений.

Жесткий С трениемСкользящий

Кулоновское трение.

Возможен запрет 

перемещения
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Контактное взаимодействие. Проблема жесткости выбора жесткости
• Опять проблема:

– Минимальное взаимное проникновение поверхностей дает наилучшее точность решения.

• Следовательно контактная жесткость должна быть очень большой.

– Однако очень большая жесткость затрудняет сходимость решения.

• В процессе решения могут наблюдаться постоянные осцилляции невязки.
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Контактное взаимодействие. Свойства контактных зон
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Структурный анализ

Жесткий и 

скользящий 

контакт

Контактное взаимодействие

Все доступные виды 

контакта

Нелинейный расчет



Возможности нелинейных расчетов

Структурный 

анализ

Нелинейный расчет

Геометрическая 

нелинейность

Физическая 

нелинейность

Общая 

нелинейность

Контактное 

взаимодействие

Большие перемещения + + - + -

Геометрическая жесткость (+) + - + -

Большой поворот (+) + - + -

Большие деформации + - - - -

Пластические материалы + - - + -

Линейный контакт - + + + +

Нелинейный контакт + + + + +

Стержни - + - + +

Пластины - + + + +

Объемные элементы + + + + +



Нелинейный анализ. Что дальше?
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Создание шагов для нагрузок

Нелинейный анализ. Что дальше?

Создание нагрузок для структурного анализа



Задание значений нагрузки «Давление» с 

помощью таблицы. Для каждого момента 

времени указывается свое значение

Нелинейный анализ. Что дальше?

Графическое отображение 

значений нагрузки, заданных 

таблично



Примеры
Базовый  объект для тестов



Примеры
Сила 50106 Н, линейно-упругий материал



Примеры
Сила 58750 Н, идеальный упруго-пластичный материал

Большие деформации

Малые деформации



Примеры
Сила 58750 Н, изотропное билинейное упрочнение

Большие деформации



Примеры
Сила 58750 Н, изотропное мультилинейное упрочнение

Большие деформации



Примеры
Сила 58750 Н, изотропное нелинейное упрочнение

Большие деформации



Примеры

идеальный упруго-пластичный 

материал

изотропное 

билинейное упрочнение

изотропное 

нелинейное упрочнение

изотропное 

мультилинейное упрочнение

Анимация напряжений по Мизесу

Большие деформации



Примеры
Листовая штамповка



ПримерыЛистовая штамповка



ПримерыЛистовая штамповка



ПримерыЛистовая штамповка



ПримерыЛистовая штамповка



Спасибо за внимание!
Компания НТЦ «АПМ»

(научно-технический центр)

Московская область, г. Королев
Октябрьский бульвар, д. 14, офис 6

Тел.: (495) 120-58-10

Internet: www. apm.ru

E-mail: com@apm.ru


